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Z = m2 + n2 • p2 = m2- n2, q2 = 2 m n 
m, n coprim:>s, (m par, n impar) o (n par m inpar) 
Pero p2 es impar y m2 = p2 + n2, implican que m es impar. 
En consecuencia, tenemos que : 
m inq>ar, n par,m y n coprim:>s. Aplicanck:> el resultado sobre Pi 
Uigoras a p 2 + n 2 = m2, tenemos que existan naturales b,c coprim:>s 
tal que 
n = 2 b e, 
como n es par tenemos que n 2 r, en consecuencia 
q 2 = 4 m r 
lo cual inplica que m = u2, r = t 2, por tanto 
n = 2 t 2 2 b e 
lo cual inq>lica que b = a2, e= d2, a, d naturales. Por tanto 
lo cual dice que u e A. Como u2 = m, tenemos que 
u <m <m2 <m2 + n2 = Z, absurdo. Este absurdo provino des~ 
ner que existe un triángulo ... 
Ejercicio: Plantearse problemas del mismo tipo. 
Facultad de ~~temática, Astronomía y Física (1~~) 
Universidad Nacional de Córdoba 
Valparaíso y R. t~rtínez - Ciudad Universitaria 
5000 Córdoba. 
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SOBHE SE<J.fENIUS INTERIORES DE UN TRIANr:tiW 
Graciela S. Birman 
Las madianas. bisectrices, y alturas uc un trián~lo se hallan 
entre los elementos geométricos que se estudian con mayor interé~ 
Estos elementos son casos parttculares de lo ~ue se llama aevi~1 
de un triángulo. 
Definición: Una ceviana de I.J1l triángulo es el segmento que une cual 
quier vértice con un punto del lado opuesto a dicho vértice. 
Es nuestro prop6sito obtener la exprcs16n de una c-eviana dt' un 
triángulo en término de sus lados y como consecuencia la expresión 
de medtanas, bisectrices y alturas en ténninos de los lados del tri 
ángulo. 
Notación: Llamaremos AB a la recta detenninada por los yxmtos /1 
y B. La expresión "en magnitud y signo" significarA que denotaJll('l~ 
AB la longitud del segmento AB y AB = - BA; por AB2 se entenderá t'l 
producto de la longitud del seS1)llento AH por sí misma. 
Veamos un resultado que facilitará la obtención de las ~ncio 
nadas f6 nnul as . 
Teorema 
Dado tres puntos colinealcs A,B, y C, y P otro punto del plano, 
entonces en magnitud y signo se cumple 
PA~BC + PB:t. CA + PC 2• AB +BC .CA . AB = O 
Demostración Uebemos considerar dos casos: si Pes colineal con 
A,B y e y si no lo es. 
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a) Si P es colineal c.on A, B y :: te:1eros 
P A B e =PA2.BC+(PA+AB)2.CA+(PA+Ae) 2 .AB+BC.CA.AB 
=PA2 . BC+PA2 .CA+2PA .AB .CA~Ati2 .f.A+PA2 .AB+ 
+2PA.AC.AB+AC2 .AB+BC.CA.AB = 
=PA2(~+LA+AB)+2PA.AB.C~-2PA.CA.AB+AB2 • 
.CA+Ae~AH+BC .CA.A.H = AB2 .CA+AC 2 .AB+~.r.A.AB: 
=AB.CA(AB+CA+BC)=O 
Es fácil ver que se repite el razonamiento si P está entre A y B, si 
está entre By L, o si está a derecha de e, (f1g. 1). 
b) Si P no pertenece a Añ, sea P' el pie de la perrenc:hcular a AS que 
pasa por P, (fig. 2). Por el teorema de 
Pitligoras 
PA2 = P' A2+P' p2 
A B P' e 
fig. 2 
Volvienó.:> a la expresión que nos ocupa, 
PA2 .BC+PB2 .CA+PC2.AB+BC.CA.AB = 
=P'A2 .BC+P'B2 .CA+P'C2 .ftB+BC.CA.AB+P'P2 (DC+CA+AB)= 
=P'A2 .BC+P'B2 .CA+P 'C2 .AB+BC.CA.AB 
pero ahora A,B,C y P' son colineales y remitiénó.:>nos al caso a) obtene 
ros la tesis. 
Fól'I"!Ul.a de Z.a ceviana 
Sea el triángulo de vértices A,B,C, en el que BC=a, AC=b, AB=c. 
A 
fig. 3 
En él consideretJDs la longitud de la 
ceviana AD (fig. 3) y definimos 
p = BD 
BC y 
oc 
e¡ = BC (1) 
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Aplicanó.:> el teorema anterior a los cuatro plDltos A,B,C,D, qu~ 
da 
y reemplazanó.:> según (1), se obtiene 
c2 .CD+b2 .DB+~.BC+CD.DB.BC=O 
Despejanó.:> ~. 
Aifl = ~ b2 + ~ c2 - OC.BD , es decir, 
(2) 
Ejercicio 1: Obtener la fól11J.11a de las medianas de lD'l triAngulo 
en términos de sus laó.:>s. 
Ejercicio 2: Obtener la fól11J.1la de los lados de lD'l triángulo en 
términos de sus medianas. 
Fórmul-a de l.a bisectriz de Wl dnguZ.o de un tridngul.o. 
Para esta fórmula necesitamos relacionar ángulos y segmentos 
A 
coro sigue, aplicanó.:> el teorema del seno a 
los triángulos BAD y DAC (fig.4) tenemos, 
pa D qa 
fig. 4 
sen A/2 sen a 
BD • --¡;¡r-
Sen A/2 
oc 
sen (11-a) 
AC 
De (3) y (4) se obtiene 
equivalentemente 
Ati.sen A/2 • AC.sen A/2 
BD OC 
BD AB 
DC = AC 
Volvienó.:> a la notación usada anteriormentepodemos escribir 
Hecordemos que p+q = 1, luego 
(3) 
(4) 
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e 
p = b+c 
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b 
q = b+c 
Así, si da es la longitud del segmento bisectriz correspondiente 
al ángulo A 
o sea, 
e b ba2 d~ • b+c . b2 + O+C • c2 - , entonces tenemos (b+c) 2 
~ • 4bcs(s-a) 
(b+c) 2 
donde s 
r'bCs(s-a). 
(a+b+c) 
2 
Ejercicio 3: Obtener ~ y de. 
Fól'171Ul.a de Laa aLturas de un triángulo. 
A 
equivalentemente, 
Llan-areoos ha a la altura correspon-
diente al lado BC. La fórnula ( 2) , 
según fig. S, queda 
h! • p.b2 + q.c2 - p.q.a2 
hl• p.b2 + l1-p)c2 -pl1-p)a2 
Escrita COilV ecuación cuadrática en p, queda 
Como tiene solución única su discriminante debe ser cero, es decir 
Despejaroo ha se obtiene 
= ( (b2 -a Lc2) + 2acJ( (b2 -a 2 - c2) - 2ac) 
4.a2 
de donde, 
-35-
(b2 - (a-e) 2) (b2 - (a +e) 2) 
4.a 2 
= (b+a-c)(b-a+c)(b-a-c)(b+a+c) 
4 .a2 
16 s(s-b)(s-c)(s-a) 
4.a 2 
h = 2/sls-a)(s-b)(s-c) 
a 
a 
Ejercicio 4: Obtener ~ y he. 
Ejercicio 5: Obtener la expresión del área del triángulo en té~inos 
de sus lados. 
Facultad de Ciencias Exactas v Naturales 
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